Integracion de funciones reales continuas de una variable

Area del conjunto limitado por una gréafica

Sea f :[a,b] — R notaremos po6 ( f, a, b) el conjunto limitado por la gréafica dg, el eje
OX ylasrectask =a, x = b.

y=f(x)

a b
Figura 1. Conjunto ordenad®( f, a, b) de una funcion

Particiéon de un intervalo.

Queremos dar una definicibn matematica del area de dichartonjAproximaremos el
area por rectangulos. Para ello, dividimos el intery@l®] en un nimero finito de subintervalos
[xx_1,xx], 1 <k <n, cuyas longitudes pueden ser distintas y con la Gnica cidmdite que no
se solapen:

A=X9 < X1 <Xp < < Xp_1<Xp=0b

Se dice que estos puntos constituyen padicién dela, b].

Sumas superior e inferior y sumas de Riemann.

Dada una particior? = {a = x¢, x1,X2,...,X,—1,Xn = b} del intervalo[a, b], definamos
My = max f[xg_1, Xk], mr = min f[xx_1, xx]. LOS nUmeros

S(f.P)=) Mi(xk —xk—1), I(fP)=)_ my(xgx —xx-1)

k=1 k=1
se llaman, respectivamentjma superiory suma inferior de f para la particionP.

Dadosn puntosty € [xr_1,xk], 1 <k <n, el nUmero

o(f.P)=Y_ f(tr)(xk — xp—1)

k=1
se llamaunasuma de Riemannde f para la particiénP.

Para cada particion del intervalo, b] hay una Unica suma superior y otra inferior pero
muchas sumas de Riemann.

Puesto que para todg € [xx_1, xx] esmy < f(t) < My, deducimos que para toda suma
de Riemanng (f, P), de f para la particionP se verifica qud (f, P) <o (f, P) < S(f, P).
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Integracién de funciones continuas 2

Interpretacion de las sumas superior e inferior

Cuandof es positivay las longitudes de todos los subintervalos de la partis@msuficiente-
mente pequefias, el nUmekof, P) es unvalor aproximado por defectpel numeroS( f, P) es
unvalor aproximado por excestel area de la regioG (£, a, b).

v =) y=/0

a b a b
Figura 2. Aproximacion del area por sumas inferiores y sopes

La integral como area.

Seaf una funcion continua y positiva ¢, b]. Entonces se verifica que

|Inf{S(f. P): PePla.b]} =sup{I(f. P): PePla.b]}]

Dicho valor comun es, por definicion, ehlor del &rea del conjuntoG( f,a, b) y lo represen-
taremos pon(G(f,a,b)). Por definicidn, la integral dg en [a, b] es igual aA(G(f, a,b)).
Simbdlicamente escribimos:

b
Jreode =G (f.a.)

Partes positiva y negativa de una funcién.
Cualquier funciénf puede escribirse como diferencia de dos funciones pasitiva

)+ f(x)
2

700 = LN .03

Tenemos quef(x) = f1(x)— f(x) yque f(x) =0, f~(x) = 0. Lafuncion * se llama
parte positivade f, y la funcién f~ se llamaparte negativade f.

[T = = max{ f(x), 0}

Como consecuencia de las definiciones dadas)| = f(x) + f(x).

Si f es continua tambiéf + y £~ son continuas.
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m’=f(X) m=f+(X) y=r"(x)

a b a b a b

Figura 3. Partes positiva y negativa de una funcion

La integral como area con signo.

En el caso general en que la funcién continueome valores positivos y negativos se define
la integral def en[a, b] como el nUmero:

b b b
[reyde= [ fHeode - [ /@) de =MG(fT.a,b) = MG(f7,a.b))

Propiedades basicas de la integral.

Linealidad.

b b b
[(@f ) + g dx =a [ fx)dv + B [g(x)dx.
Conservacion del orden Si f(x) < g(x) para todax €[a, b] entonces
b b
[ dr < [e(x)dr

En particular

b b
[reyax| < [1£00)ldx

La integral como limite de sumas de Riemann.

lim 2=¢ Xn:f(wrkb_“) =ff(x)dx
n—oo n 1 n o

En patrticular:
1 n k 1
din 31 (5) = [rooa

Estas igualdades sirven, mas que para calcular integpaess calcular limites de ciertas suce-
siones que pueden expresarse como sumas de Riemann decida.fun
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Teorema Fundamental del Calculo.

Seaf :[a,b] — R una funcién continua y definamas : [¢, /] — R por:
X
F(x) = j £(t) de

para todax € [a, b]. EntoncesF es derivable efu, b]y F’(x) = f(x) para todax €[a, b].

Primitivas.

Dada un funcién# : [a, b] — R, cualquier funcion H :[a,b] — R que sea continua en
[a, b], derivable era, b[ y verifique queH'(x) = h(x) para todax €]a, b[, se llama ungrimi-
tiva de/ en el intervalda, b].

Dos primitivas de una funcién en un mismo intervalo se difei@ en una constante.

Convenio.

A veces hay que considerar funciones de la forma

H(x) = j f(t)de

endondex < ¢ < by x € [a,b]; por lo que es necesario precisar lo que se entiende por
X

ff(z) dr cuandox < c. El convenio que se hace es que:

c

fvf(z)dz =—ff(z)dz

cualesquiera sean los numerog v.

Como consecuencia del teorema Fundamental del Calcukemtnque sif : I — R es una
funcion continua en un intervalby a € I, la funcion F : I — R dada por:

X
F(x) = j £@t) dr
a
es una primitiva def en/.
Toda funcion continua en un intervalo tiene primitivas encho intervalo.

El siguiente resultado es la herramienta principal pareutal integrales.
Regla de Barrow.

Sea f :[a,b] — R continua y supongamos qéees una primitiva def” en[a, b]. Entonces:

b
[ r@de =n@) - ha
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Derivacion de funciones definidas por integrales.
Para derivar funciones de la forma

g(x)

Hx) = | f)d

a

donde f es una funcién continuag es una funcion derivable, se aplica el teorema fundamental
del célculo y la regla de la cadena para derivar la funcionpemstaH (x) = F(g(x)), donde

F(x) = j £(t) de

Tenemos que:
H'(x)=F'(g(x))g'(x) = f(g(x)g'(x)
Para derivar funciones de la forma

v(x)
H(x) = j £@t) dr
u(x)

donde f es una funcion continuawy, v son funciones derivables, se escribe

v(x) u(x)
Hx) = [ foOd — [ f@)d = Fox) - Fu)

y se aplica lo dicho antes.

Integrales impropias de Riemann

Queremos precisar el significado que debemos dar a la ihttggrma funcion continuas no
acotada o a la integral en un intervalo no acotado.

Sea f :[c,b[— R una funcion continua en el intervala b[, donde suponemos queR y
queb un namero real mayor queo bienh = +o0o. Se define la integral impropia de Riemann
de 1 en[c, b[ como el limite:

b t
cff(X) dr = lim cff(X) d

Supuesto, claro esta, que dicho limite exista y sea un ndraaloen cuyo caso se dice también
que la integral def' es convergente €n, b|.

Sea f:]a,c] — R una funcién continua en el interval®, ¢], donde suponemos qu&eR y
quea un nimero real menor queo biena = —co. Se define la integral impropia de Riemann
de 1 enla, ¢c] como el limite:

fcf(x)dx =t||'_r>121jf(x)dx

Supuesto, claro estd, que dicho limite exista y sea un ndraakoen cuyo caso se dice también
que la integral def es convergente da, c].
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Cuando los limites anteriores existen y son igug#l® (resp.—oc) se dice que la respectiva
integral es positivamente o negativamente divergente.

Sea f:]a, b[— R una funcién continua en el intervalo, 5[, donde—oco<a < b<+oo. Sea
ceR cona < ¢ < b. Se dice que la integral dé es convergente dn, b[ cuando las integrales
de f enla, c]y en[c, b[ son convergentes, en cuyo caso se define:

b c b
Jreode = [feode + [ £ dx

Criterios de convergencia para integrales impropias.

Interesa conocer condiciones que aseguren la convergdaaima integral sin necesidad
de calcular una primitiva elemental. Légicamente, estasliciones no nos permitiran calcular
el valor numérico de la integral; tan sélo nos diran si es oanvergente. Estos criterios de
convergencia son muy faciles para el caso de funcionesvassit

Criterio basico de convergenciaSeaf continua y positiva efr, b[. Entonces, la integral d¢
en[c, b| es convergente si, y solo si, la funcién

F(x) = j £(t)de

esta mayorada gn, b[. En otro caso la integral dg en|[c, b[ es positivamente divergente.

Criterio de comparacion. Seanf y g continuas y positivas €, b[. Supongamos que la inte-
gral deg en|c, b[ es convergente y qué(x) < g(x) para todaox €[c, b[. Entonces la integral de
f en]e, b también es convergente.

Criterio limite de comparacion. Seanf y g continuas y positivas €fa, b donde suponemos
quec € R y queb un nimero real mayor queo bienb = +oo. Supongamos que:

)!Lmb% =peRE U {+o0}.

Entonces:

Si0 < p < +oo las integrales def' y g en|c, b[ ambas convergen o ambas divergen
positivamente.

Sip =0y laintegral deg en|c, b[ es convergente también lo es la integralfde
Sip = +ooylaintegral deg en|c, b[ es divergente también lo es la integral fle
Integrales impropias absolutamente convergentesse dice que la integral d¢ esabsoluta-

mente convergenteen un cierto intervalo cuando la integral de la fundigm es convergente en
dicho intervalo.

Se verifica quei la integral de /' es absolutamente convergente, entonces la integrafde
también es convergente.
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Algunas técnicas de calculo de primitivas.
El problema del calculo de primitivas consiste en tratangeesar ld'primitiva trivial” de
una funcion continua

F(x) = f f@t)dt

por medio de funciones elementales que permitan una evaltigo efectiva de la integral
Estono siempre puede hacersees frecuente que una funcién elemental no tenga primitivas
gque puedan expresarse por medio de funciones elementatesodtirre, por ejemplo, con las

. 2 Senx ,
funciones e¥”, ——, sen(x?), v'x3 + 1, y muchas mas.
X
Vamos a ver algunos tipos de funciones elementales cuyagipas también pueden expre-

sarse por medio de funciones elementales y pueden cakwlangprocedimientos mas o0 menos
sistematicos.

Notacion y terminologia usuales.

Para representar una primitiva de una funcfgrse usa la notacion

j F(x)dx

b
La integral de una funcién en un intervaﬁ,f(x) dx, se llama a vecetntegral definida” de

a

f (y es un namerq.

El simbolof f(x)dx se llama‘integral indefinida” o, simplementefintegral” de f (y
representa una primitiva cualquierae f).

No te confundas. Aunque esto puede ser confuso, no olvidesgjeuando hablamos de
calcular la integral ff(x) dx lo que realmente queremos decir es que queremos calcular
una primitiva de 1.

Variable de integracion.

Como ya sabes, en los simbolfsf(x)dx o fab f(x)dx la letra “x” puede sustituirse
por cualquier otra y el simbolo “d’ (que se leé'diferencial x") sirve para indicar la variable
de integracion. Esto es muy util si la funcigh contiene parametros. Por ejemplo, son muy
diferentes las integralex”dx y [ x”dy.

Notacion diferencial para la derivada.

Te recuerdo también que, gi= y(x) es una funcion de, suele usarse la notaciony d=
y"dx que es util para mecanizar algunos calculos pero que nortirgén significado especial:
es una forma de indicar qué es la derivada de respecto a.

. . ., ., x=d d . . ,

Finalmente, sp es una funcion, se usa Iba notaciggx) ‘x=c 0¢(x)|e paraindicar el nGmero
o(d)—(c),y usaremos la notaci@m(x) |§:a para indicar ﬂrr}) @(x)— lim ¢(x). Esta notacién

x— xX—a
es comoda cuando estudiamos convergencia de integrales.
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Integracion por partes.

ju(x)v’(x) dx = u(x)v(x) — f v(x)u’(x) dx

Lo que suele escribirse en la forma:
fudv =uv—fvdu
b

b
fu(x)v’(x) dx = u(x)v(x)|izz - j v(x)u'(x)dx

a

Para el caso de integrales impropias:

b b
fu(x)v’(x) dx = u(x)v(x)‘izz - Iv(x)u/(x) dx

a

Casos en que se usa la integracion por partes.

Para calcular una integ@ f(x)dx en la que la derivada dg(x) es mas sencilla que la
propia funcién, como es el caso de logarc sernx, arctgx. Se eligeu(x) = f(x).

Cuando f(x) es de la formaP (x) ¥, P(x)senax), P(x)codax), dondeP(x) es una
funcion polinébmica. En todos los casos se elige) = P(x) y se obtiene una integrekl mismo

tipo que la primera pero con el grado del polinomio rebajadouma unidadEl proceso se repite
tantas veces como sea necesario.

Cuando la integral[ v(x)u’(x)dx es parecida a la de partida, de forma que al volver a
aplicar el proceso la integral de partida se repite y es [@dispejarla de la igualdad obtenida.

Integracioén por sustituciéon o cambio de variable.

b _ Cdy =¢/(1)d d
[ 7o ax = [’“Zif’) A [} = [ Fao)gwydr

Para el caso de integrales indefinidas este proceso deusidstise representa de forma menos
precisa y se escribe simplemente

x =g(?) ,
ff(X) dx = [dx :g,([)dt} = ff(g(t))g (¢) dt

Pueden hacerse cambios de variable en integrales impropiaBuede ocurrir que al hacer
un cambio de variable en urfategral corriente” obtengamos unéntegral impropia”. No
hay que preocuparse porgpara estudiar la convergencia de una integral pueden hacees
cambios de variablebiyectivos ello no altera la eventual convergencia de la integral ni su
valor.
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Integracion de funciones racionales por el método de los cfi@entes indeterminados.

P(x)

) dx . Para ello

Dadas dos funciones polinémic#&yx) y Q(x), queremos calculaf

o(

P(x) - ;
vamos a descomponer la fracciéR— en otras mas sencillas llamadémcciones simples:
X

Si el grado deP esmayor o igualque el deQ, se dividen los dos polinomios obteniendo

P(x) G(x)
= H(x) +
Q(x) Q(x)
donde H(x) y G(x) son polinomios y el grado dé esmenorque el grado d&. Por tanto,
supondremos en lo que sigue que este paso ya se ha realizadoey grado deP es menor que
el grado deQ. Supondremos también que el coeficiente lider del polin@nés 1.

Lo siguiente es descomponer el denominag@gic) en producto de factores irreducibles.
Cada raiz reak de multiplicidadk da lugar a un factor del tipox — «)%. Cada raiz compleja
junto con su conjugada de multiplicidgddan lugar a un factor del tipec? + bx + c)? con
(b? — 4c¢ < 0). Solamente consideraremos el caso de raices complejpkesim

El paso siguiente es igual QE ; a una suma de fracciones simples.
Por cada factor del tipex — «)¥ debemos poner una suma/déracciones de la forma:
> il
= (—a)
Por cada factor del tip®? + bx + ¢ con (p* — 4c¢ < 0) debemos poner una fraccién del tipo:
Mx+ N
x2+bx+c

Los coeficientesd;, M, N se calcularreduciendo a comun denominador e identificando
numeradores

Sélo nos queda calcular las integrales correspondientehasdracciones simples.

A A A 1
f dx = AlIn|x —al, f—dx=— (keN, k =2)
xX—a (x —a)k k—1(x—a)k-!

N
Calculodefxi—i_ dx . Escribimosx? + bx 4+ ¢ = (x —«)?> + B? cona = —b/2y
x2+bx+c
B = +/c —b2/4. Tenemos que:
Mx+ N Mx+ N M(x—a)+ N + M«
[ d = [ dv = | dx =
x2 4+ bx +c (x —a)? + B2 (x —a)? + B2
j M(x —a) j N 4+ Mo dr =
(X—Ol)2+/32 (x—a)?+p2
dx
_ _ )2 I —
== In((x @) +/3)+(N+Mo¢)f(x_a)2+ﬂz

= % In ((x —a)® + /32) + Warctg(x;a).
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Integracion por racionalizacion.

Acabamos de ver que la primitiva de una funcién racional prempuede expresarse median-
te funciones elementales.

Nos vamos a ocupar ahora de algunos tipos de funciones rmmades cuyas integrales se
pueden transformar, por medio de un cambio de variable,tegrades de funciones racionales.
Se dice entonces que la integral de partida seab@nalizadoy esta técnica se conoce como
“integracion por racionalizacion”.

Integracion de funciones del tipoR(senx, cosx).

Las integrales del tipff R(senx, cosx) dx dondeR = R(x, y) una funcion racional de dos
variables, se racionalizan con el cambio de variabtetg(x/2). Con lo que
2t 1 —1¢? 20

seny = ———, cosxy = ——, x =
1412 1412 1+ ¢2

Con ello resulta:

2t 1—1t%2\ 2dr
1422 14¢2)1+4¢2

fR(senx,COSx) dx = |:t = tg(x/2)} = f R (

Casos patrticulares.
e CuandoR(—senx, —cosx) = R(senx, cosx) se dice qué R es par en seno y cosencEn
este caso es preferible el cambiaxtg= . Con lo que

t 1 dt
seny = —— COSXx = ——— dx =

V1412 V1+:2 1+12

En el caso particular de tratarse de una integral del tipo

fserf‘ x cos” x dx

conn y m nimeros enterogares es preferible simplificar la integral usando las identetad

1 + cos2x 1 — cos2x
—_— serF X=—————.

cos x =
2 2

e CuandoR(— senx, cosx) = —R(senx, cosx) se dice qué R es impar en senoy el cambio
cosx =t suele ser eficaz.

e CuandoR(senx, —cosx)=—R(senx, cosx) se dice qué R es impar en cosenoy el cambio
senx =t suele ser eficaz.

Aplicaciones de la integral.
Célculo de areas planas. Regiones de tipo |.

Principio de Cavalieri. El area de una region plana es igual a la integral de las londés
de sus secciones por rectas paralelas a una recta dada.

Supongamos qug’, g son funciones continuas y llamemgsa la regién del plano com-
prendida entre las curvgs= f(x) e y = g(x) paraa < x < b. Se dice qué2 es una region de
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tipo I. Su area viene dada por
b
M) = [[1/(x) = g(x)] dx

Célculo de areas planas. Regiones de tipo IBupongamos qu¢, g son funciones continuas

y llamemosS2 a la region del plano comprendida entre las cuwvas f(y) y x = g(y) para
a < y < b. Se dice qué2 es una region de tipo Il. Su area viene dada por

b
[170) = g)1dy

Observa que permutandopor x una regién de tipo Il se convierte en otra de tipo | con igual
area.

Longitud de un arco de curva.La longitud de una curva dada ppt) = (x(¢), y(¢)),a <t <b

viene dada por
b
() =[x + y' )2 d
a

Para el caso particular de que la curva sea la gréfica de uaidfun= f(x), esto e/ (x) =
(x, f(x)), entonces su longitud viene dada por

b
()= [ 1+ /(02 d

Célculo de volumenes.

Célculo de volumenes por secciones planagl volumen de una region €k’ es igual a la
integral del area de sus secciones por planos paralelos @adiao

Volumen de un cuerpo de revolucidnLos cuerpos de revolucion son regionesRfeque se
obtienen girando una region plana alrededor de una reatadla eje de giro.

Método de los discos o de las arandelas.

Sea f :[a,b] — R una funcién continua. Girando la region del plano compmaeéintre la
curvay = f(x), el eje de abscisas y las rectas- a y x = b, alrededor del ej@X obtenemos
un sélido de revoluciéi® cuyo volumen viene dado por:

b
Vol(Q) = 7 j F(x)? dx

El volumen del sélido de revolucié?, obtenido girando alrededor del gfgX una region de
tipo | definida por dos funciones continugé g : [¢,b] — R tales qued < f(x) < g(x) para
todo x € [a, b], se obtiene integrando las &reas de las coronas circulamemndelas2(x), de
radio interior f'(x) y radio exteriorg(x), obtenidas al corta® por un plano perpendicular al eje
OX en el punto(x, 0, 0).

b
Vol(@) = [(g(x)? = f(x)?) dx
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Consideremos ahora un sdlido de revolucion obtenido giratr@dedor del ej©Y una region
R de tipo Il, definida por dos funciones continuasy : [c,d] — R tales qued < ¢(y) < ¥ ()
para todoy € [c, d], es decir,R es la region

R=A{(x,y):yele.d]o(y) <x<v ()}

El volumen del solido de revolucion resultange, viene dado por:
d
Vol(@) =7 [((13)? - ¢(»)?) dy

Método de las laminas o de los tubos.

Consideremos una funcion positiva : [a,b] — R y la regionG( f, a, b) limitada por la
gréfica de dicha funcion y las rectas verticates a, x = b. Girando dicha region alrededor del
eje OY obtenemos un soélido de revolucidn, cuyo volumen viene dado por

b
Vol(Q) =2n jxf(x) dx .
a
En general, si notamos p@(x) la distancia del punt@x, 0) al eje de giro, entonces:

b
Vol(Q) = 27 j R(x) f(x) dx

Célculo de areas de superficies de revoluciorsea f : [a, 5] — R una funcién con derivada
primera continua. Girando la gréfica de dicha funcion abledelel ejeOX obtenemos una
superficie de revoluciér,; cuya area viene dada por:

b
AT) =27 ff(x)\/l T f'(x)2dx
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